Chapitre 15
Dimension d'un espace vectoriel
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Hypothese

Dans tout ce chapitre, K désigne R ou C.
E désigne un K-espace vectoriel.
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Dimension d'un espace vectoriel

1 Préliminaires

1.1 Espace de dimension finie

Définition 15.1 (Cardinal d’une famille)

Soit F = (a;);e; une famille indexée par un ensemble /.

e Si[ est fini, on dit que la famille (a;);c; est finie. De plus, on appelle cardinal (ou taille) de la famille
le nombre d’éléments de /, et on note ce nombre

card(F) = card ((a;)ies)

e Si/ estinfini, on dit que la famille (a;);c; est infinie.

Attention : le cardinal de (a;);c; ne dépend pas des valeurs prises par ;. Méme s'ils sont tous égaux, chacun
compte pour un élément de plus pour le cardinal.

Exemple 1. Le cardinal de la famille (0,0,0) est ...
Exemple 2. Le cardinal de (X*)g<;<, est ...

Exemple 3. La famille (x — x%) 7 est infinie.

Définition 15.2 (Dimension finie)

E estditde dimension finie si £ possede une famille génératrice finie. Sinon, on dit que E est de dimension
infinie.

Etre de dimension finie revient a dire qu'il existe n € N* et xy,...,x, € E tels que E = Vect(xy,...,x,). Attention,
le n en question ne sera pas forcément la dimension de E (cf section suivante pour la définition précise).
1.2 Théorémes de la base incompléte, de la base extraite

Les deux théoremes suivants sont admis : leur preuve est faisable si E est de dimension finie, mais en dimension
infinie, cela nécessite '’axiome du choix.

Théoréeme 15.3 (Théoréme de la base incompléete (admis))

Toute famille libre de E peut étre complétée en une base de E.

En d’autres termes, si £ est une famille libre, on peut trouver une sur-famille F (i.e. £ C B) telle que B soit une
base de E.

Théoréme 15.4 (Théoréme de la base extraite (admis))

De toute famille génératrice de E, on peut extraire une base de E.

En d’autres termes, si G est une famille génératrice, on peut trouver une sous-famille 5 C G telle que B soit une
base de E.
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Dimension d'un espace vectoriel

1.3 Théoréme de la dimension pour les e.v.

Théoreéme 15.5 (Théoréme de la dimension pour les e.v.)

On suppose que E est de dimension finie. Soit G, £ deux familles finies de E. On suppose que G est
génératrice et que L est libre. Alors :
card(£) < card(G)

De maniére équivalente, si F est une famille finie de E telle que card(F) > card(G), alors F est liée.

Démonstration. SoitG = (gy,...,gn») une famille génératrice de E de cardinal m € N*. Supposons par I’absurde
qu'il existe une famille libre (xi,...,x,) de cardinal n > m. Comme toute sous-famille d'une famille libre est
encore libre, la famille X' := (x,...,x,,+1) est également libre.

Comme G est génératrice, il existe o, ..., o, € K tels que

X1 =081+ + Ongm

Si tous les coefficients ¢y, .. ., &, étaient nuls, on aurait x; = 0, ce qui contredirait le fait que X soit libre. Donc
(ay,...,a,) # 0, et quitte a changer I'ordre de G, on peut supposer que ; # 0. Alors

1 [9%) O,
1= —X1——& " ——§&
a Qa o "
Avec cette relation, toute combinaison linéaire de g, . . ., g, peut se réécrire comme une combinaison linéaire de

X1,82,83---,8m- AlNsi:
E =Vect(g1,82,-..,8m) = Vect(x1,82,...,8m)

Procédons par récurrence pour montrer que pour tout k € [1,m] :

E =Vect(x1, ..., Xk, 8k+1s---,8&m)

Cette assertion est vraie pour kK = 1 par ce qui précéde. Supposons que cette assertion soit vraie pour un
k € [1,m— 1], et montrons qu’elle I'est encore au rang k + 1.
Par hypothese de récurrence, la famille x;, ..., x¢, gkt 1, - - -, &m €St génératrice, donc il existe a4, ..., o, € K tels
que

Xip1 = 00X + -+ O X + Qg 18k+1 1+ -+ Angm

Siogiy =-- =y, =0, on aurait
X1 = Opx1 + -+ + Ogxy
et donc x| serait une combinaison linéaire de x, ...,x;, d'ou X serait liée, ce qui est impossible par hypothese.
Donc (&1, ..., 0y) 7 0 et quitte a changer I'ordre de G, on peut supposer 041 # 0. Alors,
O 18k+1 = —0X] =+ — OGXf + Xpy 1 — O 128k+2 = *** — Om8m
et en divisant par oy 1, on trouve que g est une combinaison linéaire de xi, ..., Xt 1,8k12,---,&m. Avec un

argument similaire a ce qui précede, on a donc

E = Vect(X1, ..., Xk, 8k+1,8k+2;- - >8m)

= Vect(x1 g o Xhy Xht1>&k425 - - ,gm)
Ainsi, la propriété est vérifiée pour tout k € [1,m]. En particulier, pour k = m, on obtient
E = Vect(xy,...,xn)

Comme x,,,11 est un vecteur de E, on en déduit que x,,41 € Vect(xy,...,x,), donc que la famille X = (x,...,%u+1)
est liée. Contradiction. D’ou1 le résultat. O
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Dimension d'un espace vectoriel

2 Dimension d’un e.v.

2.1 Définition et exemples

| Théoréeme 15.6 |

Tout e.v. (de dimension finie ou non) posséde des bases.
Si E est un e.v. de dimension finie, toutes ses bases ont le méme cardinal : cet entier (positif) est appelé la
dimension de E, et est noté dimE.

Démonstration. La premiére assertion résulte du théoréme de la base incompleéte : il suffit de prendre une
famille libre quelconque de I'e.v. (par exemple une famille réduite a un vecteur non nul) et de la compléter en
une base. Cette preuve ne marche pas pour {Og }, mais son cas est réglé par une convention (cf plus bas).

Montrons la deuxiéme assertion. Soit
B=(ei,...,en) B = (fi,--s fp)
deux bases de E. Comme B est libre et 3’ est génératrice, par le théoréme 15.5, on a
n = card(B) < card(B') = p

et de méme p < n en utilisant que B’ est libre et B3 est génératrice. Ainsi p = n. Toutes les bases de E ont donc le
méme cardinal. La dimension de E est donc une notion bien définie. O

Exemple 4. Pour toutn € N*, I'e.v. K" admet pour base (canonique)

B:( (1,0,0,...,0), (0,1,0,...,0), (0,0,...,0,1) )
Ainsi, K" est de dimension finie et .

Exemple 5. K,[X] admet pour base (canonique) la famille (1,X ...,X"), donc K, [X] est de dimension finie et

|dimK, [X] = |

Exemple 6. Si C est vu comme un R-e.v,, on a vu que (1,7) est une base de C, donc dimg C = 2.
(Cette notation précise que c’est la dimension de C en tant que R-e.v. : c’est nécessaire car dimgC = 1)

Remarque. Par convention, la famille vide () est libre et comme Vect(&) = {Og }, elle constitue une base de

{0g}. Ainsi, {Og } est de dimension finie et| dim{0g} = 0 | C’est le seul s.e.v. de E a étre de dimension nulle.

1 siu#0

Exemple 7. Pour tout u € E, le s.e.v. Ku := Vect(u) est de dimension finie et dim(Ku) = {O ] 0
siu=

Exemple 8. Pour tous u,v € E non colinéaires, le s.e.v. Vect(u, v) est de dimension finie égale a 2.

Définition 15.7 |

Un e.v. de dimension 1 est appelé une droite vectorielle (il peut s’écrire Ku avec u # 0).
Un e.v. de dimension 2 est appelé un plan vectoriel.
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Dimension d'un espace vectoriel

2.2 Exemple important : dimension et base canonique de M, ,(K)

Définition 15.8 (Symbole de Kronecker)

Soit i, j € N. On note
1 sii=j
6 = o
0 sii#j

0;,j est appelé symbole de Kronecker.

Définition 15.9 (Matrice élémentaire)

Soit n, p € N*. On se place sur I'e.v. M, ,(K).
Pour tout (i, j) € [1,n] x [1, p], on note

0 0 0

Ejji= 0 0 -+ - 0 1 0 --- ( |lignei
0 0 0
colonne j

La matrice E; ; € M, ,(K) est appelée matrice élémentaire.

Exemple 9. Dans M 3(K), il y a 6 matrices élémentaires :

1 00 01 0
E“_(ooo) E“‘(ooo) E“_(oo

(e}
(e}
O =
N———

0 0O 0 00 0 0O
& (100) 22 (010) 23 <001)
Proposition 15.10
Toute matrice A = (a;;) € M, ,(K) peut s’écrire comme une combinaison linéaire des matrices élémen-
taires :
A=) ajE;
1<i<n
1<j<p
Démonstration. Immédiat. O
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Dimension d'un espace vectoriel

Corollaire 15.11 |

Dansl'e.v. M,, ,(K), la famille des matrices élémentaires (E; ;) i<i<, forme une base de M,, ,(K).
1<j<p

En particulier, dim M,, ,(K) = np et dim M,,(K) = n*.

Démonstration. Parlaproposition 15.10, la famille (E; ;) est génératrice. Montrons qu’elle est libre. Soit (4; ;) 1<i<x

1<j<p
une famille de scalaires.
Mg e A
Y AyEij=0up = | S U
llggjéi; )‘n71 T A”LP
= v(i7j)€[[17nﬂxﬂl7pﬂ Ai;]‘:O
Donc la famille (E; ;) est une base. D’ot1 le résultat. O
2.3 Dimensionde E X F
Proposition 15.12
Si E, F sont de dimension finie, alors E x F aussi et
dim(E X F) = dimE +dimF
P
En particulier, dim(E; x --- X E),) = ZdimEi.
i=1
La preuve s’appuie sur le fait que si (ey,...,e,) est une base de E et si (fi,..., f,) est une base de F, alors la
famille
(6170) (62’0) T (en,O)
(Oafl) (07f2) (O7fp)

est une base de E x F' (la preuve est simple et laissée en exercice).

2.4 Famille libre, famille génératrice et dimension

Théoréme 15.13 |

On suppose que E est de dimension finie n. Alors :

1. Toute famille libre a au plus » éléments.

2. Toute famille libre avec n éléments est une base.
3. Toute famille génératrice a au moins n éléments.
4

. Toute famille génératrice avec n éléments est une base.

Démonstration. Montrons 1 et 3. Soit £, G, 3 trois familles de E qui sont respectivement libre, génératrice et une
base. Par le théoreme 15.5, on a

card(L) \g/ card(B) \g/ card(G)

car B3 est génératrice car B est libre
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Dimension d'un espace vectoriel

et comme dimE = n, on a card(B) = n. D’ol1 le résultat.

Montrons 2. Soit £ une famille libre a n éléments. Par le théoréme de la base incompleéte (théoreme 15.3), il existe
une base B telle que £ C B. Or, comme dimE = n, on a card(B) = n. Comme £ C B et que £, 3 ont le méme
cardinal, on en déduit que £ = B. Donc L est une base.

Lassertion 4 se montre sur le méme principe avec le théoréme de la base extraite (théoreme 15.4). O

Exemple 10. Montrer que
fz(@L@JLQUJLLQ)

est une base de R°.

Exemple 11. Soit o € K. Montrer que la famille

f:@x-@ﬂ

0<k<n

est une base de K,,[X].

3 Dimension et s.e.v.

3.1 Dimension d’un s.e.v.

| Théoréme 15.14 |

On suppose E de dimension finie. Alors tout s.e.v. F' de E est de dimension finie et
dimF < dimE

De plus, sidimF = dimE, alors F = E.

Démonstration. On suppose que dimE = n € N. Soit Br une base de F. En particulier, Br est une famille libre
(sur F comme sur E, le caractere libre ne dépend pas de I'e.v. qu’on considere). Comme c’est une famille libre
dans E de dimension finie, par le théoréeme 15.13,

dimF = card(Br) < n=dimE

Supposons maintenant que dim F = dim £ = n. La famille By étant libre et ayant dim F = n éléments, c’est en
particulier une base de E par le théoreme 15.13. En particulier, 5r engendre E. Ainsi, E = Vect(Br) = F. O
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Dimension d'un espace vectoriel

| Méthode |

Pour montrer que deux e.v. de dimension finie sont égaux, il suffit de montrer une inclusion et I'égalité
des dimensions.

Cela marche aussi avec deux s.e.v. de E : si F, G sont deux s.e.v. et que

FcCcG
dimF =dimG

alors F = G.

Exemple 12. Montrer que dans RR3, les s.e.v. suivants sont égaux:

F =Vect((1,2,-3), (—3,2,1)) G={(x,y,2) | x+y+z=0}

3.2 Base adaptée a une décomposition

Proposition 15.15

On suppose que E est de dimension finie 7.

1. SiF,G sont deux s.e.v. supplémentaires de bases respectives (fi,..., f,) et (g1,...,84), alors
B:=(f1, -, fp,81,--:8q) est une base de E.

Les éléments de B étant tous dans F ou dans G, on dit que B est une base adaptée a la
décomposition £ = F $ G.

2. Réciproquement, soit (ey,...,e,) une base de E. Alors pour tout p € [0,n], les s.e.v.
V:=Vect(ey,...,e,) et V':=Vect(epii,... en)

sont supplémentaires: E =V @ V',
De plus, la base (e, ...,e,) est adaptée a la décomposition E =V G V',
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Autrement dit, lorsqu’on dispose de deux s.e.v. supplémentaires dans E, on peut concaténer leurs bases pour
former une base de E. Il est essentiel pour cela que les s.e.v. F, G soient supplémentaires.

Remarque temporaire (A ignorer une fois que le Théoréme 15.19 sera vu) Le premier point de la Proposition
15.15 a une autre conséquence. I3 étant une base de E, on a card(3) = dimE. Ainsi,

E=F®G = dimE=card(B)=p+q = dimE=dimF+dimG

Corollaire 15.16 (Existence d’'un supplémentaire)

Tout s.e.v. de E admet (au moins) un supplémentaire dans E.

Démonstration. La preuve n’est exigible que pour lorsque E est de dimension finie. On pose n = dimE € N.
Soit V un s.e.v. de E. On consideére (fi,..., f,) une base de V. Par le théoréme de la base incompléte, on peut
compléter (fi,..., f,) enunebasedeE :

B= (fl,...,fp,€p+1,...,€n)

Alors, par la Proposition 15.15, 'ensemble V' := Vect(ep41,...,€,) est un supplémentaire de V dans E. O

3.3 Dimension et somme de s.e.v.

Proposition 15.17

On suppose E de dimension finie. Si F,G sont des s.e.v. de E en somme directe, alors (F + G est de
dimension finie et)
dim(F & G) = dimF +dimG

Remarque. Ce résultat est (sauf exception) faux si la somme n’est pas directe : par exemple, sidimF > 0, on a
dim(F + F) =dimF # dimF 4+ dimF
——"
=F

Démonstration. Comme F + G C E, I’ensemble F + G est clairement de dimension finie. On considére I'e.v.
€ :=F 4+ G.Onaclairement F + G = £ et comme F, G sont en somme directe, on a F NG = {0}. Ainsi, F, G sont
supplémentaires dans £, cad £ = F & G. Alors, par la Remarque temporaire plus haut, on en déduit que

dim€ =dimF +dimG

d’ot le résultat puisque £ = F & G. O

Proposition 15.18 (Formule de Grassman)

On suppose E de dimension finie. Si F, G sont des s.e.v. de E alors (F + G est de dimension finie et)

dim(F + G) = dimF +dimG —dim(F N G)

Démonstration. Comme F + G C E,1’ensemble F + G est clairement de dimension finie.
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e Lensemble F NG est un s.e.v. de G, donc par le corollaire 15.16, il admet un supplémentaire S dans G, i.e.
G=(FNG)®S  doncenparticulier (FNG)NS={0}

e On considerel'e.v. £ := F + G. Montronsque £ = F @ S.
- Tout d’abord, montrons que F NS = {0}. Comme S C G,ona S = GNS donc

FNS=FN(GNS)=(FNG)NS = {0}

- Ensuite, montrons que F + S = £. 1l suffit de montrer I'inclusion de £ dans F + S. Soit doncx € £.
Comme £ = F + G, on peut écrire

X =xp+xg avec (xp,xg) EF XG
Or,xg € G=(FNG)®S, donc
XG = XFnG +Xs avec (me(;,xS) € (F ﬂG) xS

Finalement
X=xp+xpnc+ Xs €F+S
—_——
cF cS
D’ou £ C F + S par arbitraire sur x.
- Finalement, £ = F ® .

e Ainsi, par la Proposition 15.17, on a
G=(FNG)®S = dimG=dim(FNG)+dimS
F+G==F®S = dim(F+G)=dimF +dimS
Finalement, dim$ = dim G — dim(F N G), si bien que
dim(F 4+ G) = dimF 4+ dim G — dim(F N G)
O

Remarque. La formule de Grassman permet de retrouver la Proposition 15.17. En effet, F, G sont en somme
directe si et seulement si F NG = {0}, cad si et seulement si dim(F NG) = 0.
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3.4 Dimension et s.e.v. supplémentaires

Théoreme 15.19 (Caractérisations de “F, G sont supplémentaires”)

On suppose E de dimension finie. Les assertions suivantes sont équivalentes :
. F&EG=E
2. F+G=EetFNG={0}
3. F+G=EetdimF +dimG = dimE
4. FNG={0} etdimF +dimG = dimE

Autrement dit pour montrer que F et G sont supplémentaires, il suffit de vérifier deux assertions parmi :
e F+G=E
e FNG={0}
e dimF 4+dimG =dimE

etlorsque c’est le cas, la troisiéme assertion est également vérifiée.
Démonstration. L'équivalence entre 1 et 2 a été vue au chapitre précédent. O
L'équivalence entre 2, 3 et 4 découle de la formule de Grassman :

dim(F + G) = dimF + dim G —dim(F N G)
L e S —

a b c
a=b—c
e Lacondition F + G = E équivautaa = dimE.
e LaconditiondimF +dimG = dimE équivaut a b = dimE.
e La condition FNG = {0} équivauta c = 0.
Donc, si deux de ces conditions sont vraies, et puisque a = b — ¢, alors la troisiéme est vraie aussi.
Remarque. Il est souvent difficile de montrer que E = F' + G. Ainsi, pour montrer que deux s.e.v. sont supplé-

mentaires, on montre fréquemment I’assertion 4 (mais cela ne marche qu’en dimension finie !)
En dimension infinie, on a seulement I'équivalence entre les assertions 1 et 2, comme vu au chapitre précédent.

Exemple 13. Montrer que les ensembles A = {(x,x,x) | x € R} et B= {(0,y,z) | y,z € R} sont des s.e.v. supplé-
mentaires de R,
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4 Compléments: dimension infinie

Proposition 15.20

Les assertions suivantes sont équivalentes :
1. E estde dimension infinie.
2. Il existe une famille (x)ren € E™ qui est libre.

3. Pour tout n € N*, il existe une famille de n éléments de E qui est libre.

Remarque. On ale droit d’écrire “dim E” uniquement si E est de dimension finie. Aucune formule o1 apparait
“dimE” (ou dim F,dim G) n’est valable si une de ces dimension est infinie.

Exemple. K[X] est de dimension infinie car (X*);cy est une famille libre (et méme une base) avec une infinité
d’éléments.

Remarque. Toute famille libre infinie n’est pas nécessairement une base. Par exemple, (X 2"),,6N est une famille
libre infinie mais ce n’est pas une base de K[X].

En particulier, F = Vect(X?"),cx est un s.e.v. de dimension infinie de K[X] mais, bien que tous deux de dimension
infinie, on a cependant F # K[X].

12/12 G. Peltier



	Dimension d'un espace vectoriel
	Préliminaires
	Espace de dimension finie
	Théorèmes de la base incomplète, de la base extraite
	Théorème de la dimension pour les e.v.

	Dimension d'un e.v.
	Définition et exemples
	Exemple important : dimension et base canonique de Mn,p(K)
	Dimension de EF
	Famille libre, famille génératrice et dimension

	Dimension et s.e.v.
	Dimension d'un s.e.v.
	Base adaptée à une décomposition
	Dimension et somme de s.e.v.
	Dimension et s.e.v. supplémentaires

	Compléments : dimension infinie


